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Ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìàíäíîé îëèìïèàäû

1. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí äà÷íûé êîîïåðàòèâ, ñîñòîÿùèé èç 37 øåñòèóãîëüíûõ ó÷àñò-
êîâ. Íà öåíòðàëüíîì ó÷àñòêå íàõîäèòñÿ èñòî÷íèê âîäû. Íà êàæäîì èç îñòàëüíûõ ó÷àñò-
êîâ ïðîêëàäûâàþòñÿ òðóáû îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ, îòëè÷àþùèõñÿ ïîâîðîòîì íà 60 ãðà-
äóñîâ. Ìîæíî ëè ïðîëîæèòü òðóáû òàê, ÷òîáû âîäà äîøëà äî âñåõ ó÷àñòêîâ? Ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî âîäà äîøëà äî ó÷àñòêà, åñëè îíà äîøëà äî åãî öåíòðà. (Å.Áàêàåâ)

Îòâåò: ýòî ìîæíî ñäåëàòü. Îòâåò íà ðèñóíêå. Èçîáðàæåíà îäíà èç øåñòè âåòâåé,
îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ èç íåå ïîâîðîòàìè íà 60◦.

2. Â ðÿä âñòàëè 10 ÷åëîâåê, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî ðûöàðü, ëèáî ëæåö. Ðûöàðè
âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò. Êàêèå-òî ïÿòü èç íèõ ñêàçàëè: ¾Ñðåäè
ñòîÿùèõ ñïðàâà îò ìåíÿ � ðîâíî 3 ðûöàðÿ¿. Îñòàëüíûå ïÿòü ñêàçàëè: ¾Ó ìåíÿ åñòü ñîñåä ñëåâà è îí ðûöàðü¿. Ñêîëüêî
ìîãëî áûòü ðûöàðåé? (Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå âàðèàíòû è äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ íåò.) (Å.Áàêàåâ)

Îòâåò: ðûöàðåé áûëî 0 èëè 4. Ðåøåíèå: åñëè ðûöàðè åñòü, òî ðàññìîòðèì ñàìîãî ëåâîãî, îí íå ìîã ñêàçàòü, ÷òî
ñëåâà îò íåãî ðûöàðü, çíà÷èò ñïðàâà îò íåãî ðîâíî 3 ðûöàðÿ, çíà÷èò ðûöàðåé ðîâíî ÷åòûðå. Ïðèìåðû äëÿ 0 è 4 ðûöàðåé
ïðèâîäÿòñÿ.

3. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD òàêîâ, ÷òî 6 BCD = 6 ABC = 120◦, BC + CD = AD.
Äîêàæèòå, ÷òî AB = CD. (Î.Ëàíèí)

Ðåøåíèå: ÏóñòüK � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD. Òîãäà òðåóãîëüíèê BCK
� ïðàâèëüíûé, òàê êàê äâà åãî óãëà ðàâíû 60◦. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî AD = BC+CD =
KD. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê AKD ðàâíîáåäðåííûé, è, ò.ê. îäèí èç åãî óãëîâ ðàâåí 60◦, òî
îí ïðàâèëüíûé, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî AK = KD è AB = CD.

4. Ó áàðîíà Ìþíõãàóçåíà èìååòñÿ íàáîð èç 7 ãèðü (ñðåäè ãèðü ìîãóò áûòü è îäèíà-
êîâûå). Áàðîí óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà k îò 2 äî 5 îí ìîæåò âûáðàòü èç ýòîãî
íàáîðà k ãèðü òàêèõ, ÷òî èõ ìàññà áóäåò ðàâíà ðîâíî ïîëîâèíå ìàññû âñåõ ãèðü. Ìîãóò
ëè ñëîâà áàðîíà áûòü ïðàâäîé? (Í.×åðíÿòüåâ, Êîñòðîìñêîé ÒÞÌ)

Ðåøåíèå: Äà, ìîãóò, íàïðèìåð, åñëè âåñà ãèðåê 1, 1, 2, 2, 2, 4, 4 ãðàìì.

5. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ñóììà n ñëàãàåìûõ 1 + 11 + 111 + · · ·+ 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

äåëèòñÿ íà 45? (Ôîëüêëîð)

Îòâåò: 35. Ðåøåíèå: ×èñëî äåëèòñÿ íà 45 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî äåëèòñÿ íà 5 è íà 9. Ïðè äåëåíèè íà 9
÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç k åäèíèö, äàåò òàêîé æå îñòàòîê, êàê k, ïîýòîìó 1 + 11 + 111 + · · ·+ 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n

äàåò òàêîé æå îñòàòîê,

êàê 1 + 2 + 3 + . . . + n = n(n+1)
2

, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî n äàåò îñòàòîê 0 èëè 8 ïðè äåëåíèè íà 9. À ïðè äåëåíèè íà 5
1+11+111+ · · ·+111 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n

äàåò òàêîé æå îñòàòîê, êàê n, çíà÷èò n äåëèòñÿ íà 5. Ïåðåáîðîì èùåì ïåðâîå ïîäõîäÿùåå ïîä

ýòè óñëîâèÿ n.

6. Â ãîðîäå æèâ¼ò ìèëëèîí ìàëü÷èêîâ è ìèëëèîí äåâî÷åê, íåêîòîðûå èç íèõ äðóæàò ìåæäó ñîáîé. Îäíèì çàêëèíàíè-
åì ñíåæíàÿ êîðîëåâà ìîæåò ïîññîðèòü êàêèõ-íèáóäü ìàëü÷èêà è äåâî÷êó èëè, íàîáîðîò, ïîäðóæèòü. Çà êàêîå íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî çàêëèíàíèé îíà ãàðàíòèðîâàííî ñìîæåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû êàæäûé ìàëü÷èê äðóæèë ñ íå÷¼òíûì êîëè÷å-
ñòâîì äåâî÷åê, à êàæäàÿ äåâî÷êà äðóæèëà ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì ìàëü÷èêîâ? (Å.Áàêàåâ)

Îòâåò: ìèëëèîí. Ðåøåíèå: Â ñëó÷àå, åñëè ó êàæäîãî ìàëü÷èêà ÷åòíîå êîëè÷åñòâî äðóçåé-äåâî÷åê, íàì ïîòðåáóåòñÿ
íå ìåíüøå ìèëëèîíà çàêëèíàíèé. Òåïåðü ïî÷åìó ìèëëèîíîì çàêëèíàíèé âñåãäà ìîæíî îáîéòèñü. Ïóñòü ïëîõèõ (ò.å. ñ
íåïðàâèëüíîé ÷åòíîñòüþ äðóæá) ìàëü÷èêîâ m, ïëîõèõ äåâî÷åê d è m−d = r ≥ 0. Âîçüìåì d ïàð ¾ïëîõàÿ äåâî÷êà�ïëîõîé
ìàëü÷èê¿, íàëîæèì íà íèõ çàêëèíàíèÿ. Òåïåðü âñå äåâî÷êè õîðîøèå è îñòàëîñü r ïëîõèõ ìàëü÷èêîâ, ïðè÷åì r ÷åòíî, ò.ê.
â ëþáîì ãðàôå ñóììà ñòåïåíåé âåðøèíà ÷åòíà. Âîçüìåì ëþáûõ r/2 äåâî÷åê è ñîñòàâèì r ïàð ¾õîðîøàÿ äåâî÷êà�ïëîõîé
ìàëü÷èê¿, ãäå êàæäàÿ äåâî÷êà âõîäèò ðîâíî â 2 ïàðû, íàëîæèì íà íèõ çàêëèíàíèÿ. Òåïåðü âñå äåòè ñòàëè õîðîøèìè,
ïðè÷åì ìû ýòîãî äîáèëèñü çà d+ r = m ≤ 1000000 çàêëèíàíèé.

7. Èçâåñòíî, ÷òî x−y
1+y

+ y−z
1+z

+ z−x
1+x

= 1. Íàéäèòå 1+x
1+y

+ 1+y
1+z

+ 1+z
1+x

. (Ôîëüêëîð)

Îòâåò: 4. Ðåøåíèå: x−y
1+y

+ 1 = 1+x
1+y

, ñ äðóãèìè äðîáÿìè àíàëîãè÷íî.

8. Íà äîñêå íàïèñàíî 50 ÷èñåë: ïî îäíîìó îò 1 äî 50. Îäíèì õîäîì ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü êàêîå-íèáóäü ÷èñëî (íàçîâ¼ì
åãî A), ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî ðàç îíî íàïèñàíî íà äîñêå (ïîëó÷èëîñü ÷èñëîN), ïîñëå ýòîãî âìåñòî êàæäîãî ÷èñëà A íàïèñàòü
÷èñëî N . Ìîãëè ëè ÷åðåç íåñêîëüêî õîäîâ âñå 50 ÷èñåë íà äîñêå îêàçàòüñÿ ÷åòâ¼ðêàìè? (Å.Áàêàåâ)

Îòâåò: íå ìîãëè. Ðåøåíèå: Ïðåäïîëîæèì, òàêîå ïðîèçîøëî. Ïîñìîòðèì, êàê ìîãëî èçìåíÿòüñÿ êîëè÷åñòâî ÷åòâåðîê.
Îäíèì õîäîì îíî ëèáî îáíóëÿåòñÿ, ëèáî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 4. Åñëè îíî êîãäà-òî îáíóëèëîñü, òî ñ ýòèõ ïîð îíî âñåãäà áóäåò
äåëèòüñÿ íà 4, íî 50 íå äåëèòñÿ íà 4. Åñëè îíî íèêîãäà íå îáíóëÿëîñü, òî çíà÷èò, îíî òîëüêî óâåëè÷èâàëîñü íà 4, íî
íà÷àëüíîå çíà÷åíèå 1 è êîíå÷íîå çíà÷åíèå 50 äàþò ðàçíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 4. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, òàêîãî íå
ìîãëî ïðîèçîéòè.



9. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ïðîäîë-
æåíèè ñòîðîíû CB çà òî÷êó B îòëîæè-
ëè òî÷êó D òàêóþ, ÷òî AB = BD. Ïóñòü
M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AC. Áèññåêòðèñà
óãëà ABC ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé DM â
òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî óãîë BAP ðàâåí
óãëó ACB. (Ôîëüêëîð)

Ðåøåíèå:Ïîñòðîèì ïàðàëëåëîãðàìì
ADCE, òîãäà ïðÿìàÿ DM ñîâïàäàåò ñ
ïðÿìîé DE. Ïóñòü N � òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ áèññåêòðèñû óãëà ABC è ïðÿìîé
AE. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî 6 ABN =
6 NBC = 6 BAC = 6 ADB = α, îòêó-
äà ñëåäóåò, ÷òî BN ‖ AD, çíà÷èò òàêæå
6 ANB = α è DB = BA = AN è, êàê ñëåäñòâèå, EN = BC. Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è NB êàê Q.
Òîãäà èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ: QB

AD
= CB

CD
= EN

EA
= NP

AD
, çíà÷èò QB = NP . Òðåóãîëüíèê ABN ðàâíîáåäðåííûé è ðàâíûå

îòðåçêè QB è NP îòëîæåíû ñ ðàçíûõ ñòîðîí åãî îñíîâàíèÿ, çíà÷èò 6 NAQ = 6 BAP . Ò.ê. ADCE � ïàðàëëåëîãðàìì, òî
6 ACB = 6 CAE. Èç äâóõ ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì òðåáóåìîå: 6 ACB = 6 CAE = 6 NAQ = 6 BAP .

10. Îðãêîìèòåò òóðíèðà ïåðâîíà÷àëüíî ñîñòîÿë èç 8 ÷åëîâåê. Êàæäûé ÷ëåí îðãêîìèòåòà ñ÷èòàåò, ÷òî íåêîòîðûå èç
åãî êîëëåã êîìïåòåíòíû, à îñòàëüíûå � íåò, è íå ìåíÿåò ñâîåãî ìíåíèÿ. Êàæäîå óòðî ïðîâîäèòñÿ ãîëîñîâàíèå: êàæäûé èç
÷ëåíîâ îðãêîìèòåòà ïèøåò ñïèñîê íåêîìïåòåíòíûõ, ïî åãî ìíåíèþ, êîëëåã, è òå ÷ëåíû îðãêîìèòåòà, êîòîðûå ïðèçíàíû
íåêîìïåòåíòíûìè íå ìåíåå ÷åì ïîëîâèíîé âñåõ ÷ëåíîâ, èñêëþ÷àþòñÿ èç îðãêîìèòåòà íà îñòàâøóþñÿ ÷àñòü òóðíèðà.
Äîêàæèòå, ÷òî íà ïÿòûé äåíü èç îðãêîìèòåòà íèêîãî íå èñêëþ÷àò. (Ð.Ñåìèçàðîâ)

Ðåøåíèå: Åñëè ïðè êàêîì-òî ãîëîñîâàíèè íèêîãî íå èñêëþ÷èëè, òî áîëüøå èñêëþ÷åíèé óæå íå áóäåò. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî èñêëþ÷åíèÿ ïðîèñõîäèëè â òå÷åíèå âñåõ ïÿòè äíåé. Åñëè ÷åëîâåêà íå èñêëþ÷èëè ïðè ïåðâîì ãîëîñîâàíèè, òî ñðåäè
âîñüìè ÷ëåíîâ èñõîäíîãî îðãêîìèòåòà íåêîìïåòåíòíûì åãî ñ÷èòàþò íå áîëåå òðåõ ÷åëîâåê. Ïîýòîìó äëÿ òîãî. ÷òîáû
êîãî-òî èñêëþ÷èëè âî âòîðîé äåíü íåîáõîäèìî, ÷òîáû â ïåðâûé äåíü èñêëþ÷èëè êàê ìèíèìóì äâîèõ. Åñëè â ïåðâûé
äåíü èñêëþ÷èëè ðîâíî äâîèõ, òî òå æå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû êîãî-òî èñêëþ÷èëè â òðåòèé äåíü
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ê ýòîìó ìîìåíòó ÷èñëî ÷ëåíîâ îðãêîìèòåòà íå ïðåâûøàëî ÷åòûðåõ. Åñëè æå â ïåðâûé äåíü èñêëþ÷èëè
áîëåå äâóõ, òî âñå ðàâíî íà òðåòèé äåíü îñòàíåòñÿ íå áîëåå 4 ÷ëåíîâ îðãêîìèòåòà, òàê êàê êîãî-òî åùå èñêëþ÷èëè âî âòîðîé
äåíü. Åñëè â òðåòèé äåíü ÷ëåí îðãêîìèòåòà èñêëþ÷åí íå áûë, òî â ñîñòàâå îðãêîìèòåòà òðåòüåãî äíÿ áûë íå áîëåå, ÷åì
îäèí ÷åëîâåê, ãîëîñîâàâøèé ïðîòèâ íåãî. Åñëè ïðè ÷åòâåðòîì ãîëîñîâàíèè ýòîãî ÷ëåíà îðãêîìèòåòà èñêëþ÷èëè, çíà÷èò
íà ÷åòâåðòûé äåíü îðãêîìèòåò ñîñòàâëÿë íå áîëåå äâóõ ÷åëîâåê. Òîãäà ëèáî ïðè ÷åòâåðòîì ãîëîñîâàíèè èñêëþ÷åííûõ íå
áóäåò, ëèáî íà ïÿòûé äåíü îñòàíåòñÿ íå áîëüøå îäíîãî ÷ëåíà îðãêîìèòåòà è èñêëþ÷åíèÿ ïðåêðàòÿòñÿ.


